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11.1   简介



回归树和分类树的优点是解释性强且易于计算, 然而就像一个硬币具有两面, 基于单棵树的回归或者分类

模型也具有明显的缺陷:

▶ 1. 由于模型的简单性及仅用单一的常数作为最终区域的预测值, 从而使得单棵树的回归或分类模型很难具有最优的

预测能力[71];

▶ 2. 单棵树的预测是不稳定的[125] [70], 数据有较小的变动就可能会导致完全不一样的分裂变量和分裂点;

▶ 3. 单棵树具有容易遭受选择偏差影响的问题, 即取值多的分类自变量比取值少的分类自变量更容易被选择为分裂变

量[126] [127] [128].

为了克服单一统计模型 (单棵树) 稳定性差 (方差大) 的缺陷, 集成学习方法得到了广泛的研究和发展. 所谓

集成学习, 就是指分类 (回归) 器的集成.集成学习通过构建并结合多个弱学习器来完成学习任务, 一般的方

法是先产生一组个体学习器, 再用某种策略将它们结合起来, 常见的结合策略有平均法、投票法和学习法

等. 例如 Bagging 方法利用 Bootstrap 方法 (有放回抽样) 对训练集进行抽样, 得到一系列新的训练集, 对每

个训练集都构建一棵树,最后通过平均法、投票法组合所有预测器得到最终的预测模型.



后来, 为了克服单棵树的缺陷及降低每次 Bootstrap 抽样之间的相关性,Breiman [129] 综合以往集成学习的优

缺点提出了一种新的集成学习方法——随机森林. 接下来我们将详细介绍随机森林的基本思想、算法步骤

及变量重要性评价等内容.



11.2   随机森林基本概况



在引入随机森林这一算法之前, 先考虑与之相关的概念——Bagging. Bagging 是 Bootstrap Aggregating 的缩

写.

特别地, 我们考虑每个预测器都是决策树模型的 Bagging 算法. 在 Bagging 算法中, 我们注意到在对训练集 

N0 = {(X1, Y1), · · · ,(Xn, Yn)} 进行Bootstrap 抽样 (样本量为 n ) 以获得 M 个新的训练集, 记为 {Nm, m = 

1,2, · · · , M}, 鉴于 Bootstrap 抽样的性质, 可以证明新训练集 Nb, b∈ {1, 2, · · · , M}大约只包含原训练集 N0 

的三分之二 (因为一个样本, 经 n 次有放回抽样, 仍未被抽中的概率是                                     这些未被使用的

观测值称为此树的袋外观测值 (out-of-bag, OOB). 袋外观测值构成的集合称为袋外示例.
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可以将袋外示例作为对应训练集生成的树的测试集来评估训练的结果,即可以用所有将第 i 个观测值作为 

OOB 的树来预测第 i 个观测值的响应值.我们可以对这些预测响应值求平均 (回归情况下) 或执行多数投票 

(分类情况下), 已得到第 i 个观测值的一个 OOB 预测. 用这种方法可以求出每个观测值的 OOB 预测, 根据

这些就可以计算总体的 OOB 均方误差 (对回归问题)或分类误差 (对分类问题). 由此得到的 OOB 误差是对 

Bagging 模型测试误差的有效估计. 我们将应用 OOB 误差来评估随机森林变量的重要性.



随机森林的基本思想是：为了降低单棵树的缺陷及各次抽样间的相关性,随机森林采用有放回抽样, 每次抽

取 n 个样本, 再无放回随机抽取 p 个属性(自变量) 中的 k(一般取 k 为     ) 个属性, 把这 k 个属性当成新的特

征, 并结合因变量和抽取的 n 个样本, 生成一棵回归树或者分类树, 重复这一过程 M次得到 M 棵回归树或

分类树, 随机森林是通过集成上述 M 棵回归树或分类树而成. 通过集成 M 棵树可以有效避免单棵树的不稳

定性, 而每一棵树只用k 个属性代替 p 个属性来建模, 不仅可以有效降低树之间的相关性, 还能提高计算速

度和节省计算机内存.

p

随机森林算法步骤如下：

▶ (1) 从数据集 (X1, Y1), · · · ,(Xn, Yn) 中进行 Bootstrap 抽样 (有放回抽样), 抽取 n 个样本, 得到样本集 Nm;

▶ (2) 利用 Nm 建立一棵决策树, 对于树上的每个节点, 重复以下步骤, 直到节点的样本数达到指定的最小限定值 nmin :

▶ a) 从全部 p 个随机变量中随机取 k(k < p) 个;

▶ b) 从这 k 个变量中选取最优分裂变量, 将此节点分裂成两个子节点.

▶ 注：对于分类问题, 构造每棵树时默认使用 k =      个随机变量, 节点最小样本数为 1 ; 对于回归问题, 构造每棵树时

默认使用 k =       个随机变量, 节点最小样本数为 5 .
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▶ (3) 重复以上过程 M 次, 得到 M 棵树构成一个随机森林.

▶ (4) 当对新样本进行预测时, 由每个决策树得到一个预测结果, 再进行平均或“投票”得出最后的结果. a) 对于回归问

题, 最后的预测结果为所有决策树预测值的平均数; b) 对于分类问题, 最终的预测结果为所有决策树预测结果中最多

的那类, 即采用“投票”得出最后的分类结果.

从随机森林的基本思想和算法可以看出, 随机森林具有以下的特点：

▶ (1) 与其他的集成学习如 Bagging 相比, 由于每次只选取 k(k < p) 个预测, 能够有效降低树间的相关性, 从而最大限度

地减少预测方差, 提高预测的精度;

▶ (2) 由于每次只用到 k 个自变量, 因此能有效节省计算时间和计算机内存;

▶ (3) 与 Bagging 相比, 随机森林最大的不同就在于自变量子集的规模 k .若取k=p建立随机森林, 则等同于建立Bagging 

树. 因此, Bagging 是随机森林的特例.

变量重要性评估：与所有集成学习方法一样, 随机森林很难得到自变量(特征) 与因变量间的一个直接的显

式表达关系. 因而, 很难评估自变量的重要性. 考虑到随机森林只用到了部分自变量, Breiman[129] 建议通过

如下方式来度量某个特征 Xj 的重要性：



▶ (1) 根据未被抽取样本 OOB 计算随机森林中第 i 棵回归树的袋外误差ei;

▶ (2) 随机打乱训练集在变量 Xj 所在列的取值顺序, 并计算新的袋外误差     ;

▶ (3) 重复步骤直至计算出所有决策树的误差变化, 最后变量  Xj 预测误差的平均变化, 即重要性指标：
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这里袋外误差是指我们使用针对某一棵树的袋外数据得到的预测误差的均值. 因为共有 M 棵树, 故而有 M 

个袋外示例. 由上述袋外示例会生成M 个袋外误差 ei(i = 1, 2, · · · , M). 由此可知, 若特征变量 Xj 的变化引起

重要性指标增加越大, 精度减少得越多, 则说明该变量越重要.



11.3   随机森林基本理论



在上一节已经详细介绍了随机森林算法的基本思想、算法及与其他集成学习相比的优缺点等, 这一节我们

将详细介绍随机森林相关的基本理论. 接下来我们将分别介绍回归树和分类树的基本理论.



假设随机森林是通过树的预测 h (X, Θ) 生成的, 其中, Θ 是 q 维随机向量, h(X, Θ) 是 Rp+q → R 上的实值函

数. 不妨假设 (X1, Y1), · · · ,(Xn, Yn)独立同分布地来自 (X, Y ), 并定义均方误差为 EX,Y (Y − h(X, Θ))2.

通过对 M 棵单一回归树 h (X, Θi) 取平均来生成随机森林的预测, 当M → ∞ 时, 我们可以得到定理 11.1的结

论, 即随机森林预测是均方收敛的.

定理 11.1      随着随机森林中树的数目趋向无穷, 如下结论几乎处处成立：
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由定理 11.1可知当树的数目 M → ∞ 时, 随机森林的预测误差趋向于总体预测误差. 接下来我们将推导出随

机森林预测误差的上界, 其结果在定理11.2中给出.



定理 11.2 假设对所有 Θ, EY = EX (h(X, Θ)), 则如下结论成立：

     2 2
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▶ 其中, ρ 是 Y − h(X, Θ) 和 Y − h(X, Θ′) 间的加权相关系数, Θ 和 Θ′ 相互独立.

证明
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, ,, , , ,Y YE E Y h E E E Y h Y h      X Θ Θ Θ XX Θ X Θ X Θ （11.3.1）

▶ 式 (11.3.1) 的右边是一个协方差并且可以写成:

      , sd sd ,E E   Θ Θ Θ Θ Θ Θ （11.3.2）

▶ 其中, sd(Θ) =                           加权相关系数的定义为      2, , .YE Y hX X Θ
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▶ 因此,
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▶ 证毕.

由定理 11.2可以看出随机森林预测的准确性取决于单棵树的预测能力及树之间相关性的强弱. 补偿一点, 

树 Θ 和 Θ′ 的建立是相互独立的, 但两颗树在拟合数据, 即误差表现 Y − h(X, Θ) 和 Y − h(X, Θ′) 有相关性.



假设随机森林是树型分类器 {h(X, Θi), i = 1, 2, · · · , M} 的集合, 其中,X 是预测向量; Θi 是独立同分布的随

机向量, 决定了单棵分类树的生成过程; 元分类器 h (X, Θi) 是用 CART[67] 算法构建的无剪枝的分类决策树. 

则当 M 趋向无穷时, 对分类树也是收敛的, 即有如下结论：

定理 11.3      随着随机森林中树的数目趋向无穷, 如下结论成立：
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▶ 其中, I(·) 是示性函数.

证明      容易证明, 参数空间Θ1,Θ2,· · ·,ΘM上存在一个零概率集合 C,在 C 之外, 对于所有的 X, 有下式成立
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▶ 在一个固定的训练集和参数空间 Θ 上, 所有满足 h(Θ, X) = g 的 X 构成的集合是一个超矩形单元. 对于所有 h(Θ, X) 

只有有限的 K 个这种超矩阵单元, 记作 S1, · · · , SK. 若 {X : h(Θ, X) = g} = Sg, 此时定义 ϕ(Θ) = g, 并令Ng 为前 N 次实

验中 ϕ(Θi) = g 的次数. 那么有

    
1 1

1 1, .
M M

i g g
i g

I h g N I S
M M 

   X Θ X

▶ 再由大数定理可得

  
1

1 ,
M

g i
i

N I g
M




  Θ

▶ 会收敛到 PΘ(ϕ(Θ) = g). 对于 g 的某个值, 所有集合的并集都不会发生收敛,得到一个概率为零的集合 C, 因此在 C 之

外有
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▶ 上式右边即是 PΘ(h(X, Θ) = g). 这样我们就证明了定理.



由定理 11.3可知, 随着随机森林中树数量增加, 模型的分类误差上限趋于一个固定值. 即随机森林不会随着

分类树数目的增加而产生过度拟合的问题, 将对未知实例预测提供较好的参考思路和应用性. 类似定理 

11.2, 我们将给出随机森林分类误差的一个上界, 为叙述方便, 先给出如下定义：

给定一组分类器 h(X, Θ1), h(X, Θ2), · · · , h(X, ΘM), 并使用从随机向量(X,Y ) 的分布中随机抽取的训练集, 将

边际函数定义为
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▶ 其中, I(·) 是示性函数.

边际函数衡量的是正确分类在 (X,Y ) 的平均投票数超过任何其他分类的平均投票数的程度. 差距越大, 对分

类的信心就越大. 一般泛化误差由下式给出：

  ,PE mg , 0 .X YP Y  X <



▶ 随机森林的边际函数为

       mg , , max , .
j Y
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   Θ ΘX X Θ X Θ

▶ 分类器集 h(X, Θ) 的强度定义为

 , mg , .Ys E Y X X

▶ 不妨设 s ⩾  0, 由切比雪夫不等式可得下式成立：

   2PE Var mg , / .Y s  X （11.3.5）

▶ mg(X, Y ) 方差的一个显式表达为：
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▶ 原始边际函数定义为

     ,mg , rmg , , rmg , ,Y E Y Y  Θ ΘX Θ X Θ X

▶ 因此, mg(X, Y ) 是 rmg(Θ, X, Y ) 关于 Θ 的期望. 对于任意函数 f, 当 Θ, Θ′独立同分布时, 有下式成立：

▶ 即有

（11.3.6）

▶ 再由式 (11.3.2) 可得
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▶ 其中, ρ(Θ, Θ′) 是 rmg(Θ, X, Y ) 和 rmg(Θ′, X, Y ) 间的相关系数, sd(Θ) 是rmg(Θ, X, Y ) 的标准差.
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▶ 那么,

       2
Var mg , sd Var .Y E E  Θ ΘX Θ Θ （11.3.7）

▶ 其中, ρ 是相关系数的平均值, 即

    2 2 2
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▶ 由式 (11.3.7) 及 (11.3.8) 可得到随机森林分类误差的上界.

定理 11.4      随机森林泛化误差的上界由下式给出
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由定理 11.4 可知, 分类错误的上界受随机森林中单个分类器强弱及分类间的相关性影响.



11.4      随机森林实践


